
作业 3：约束满足问题 (CSP)

一、约束满足问题：字母密码算术

在字母密码算术问题中，已知 “SEND + MORE = MONEY”，每个字母代表 0-9 的唯一整

数（首位字母 S、M 不能为 0）。其中 “SEND”“MORE”“MONEY” 分别表示由对应字

母组成的四位数、四位数和五位数。请基于约束满足问题的框架解决该问题。

1. 变量集合

(2 分) 该问题的变量集合包含哪些元素？（需考虑加法运算中的进位）

该问题的变量集合不仅包含出现的字母，还需包含各列加法产生的进位：

• 字母变量：{𝑆,𝐸,𝑁,𝐷,𝑀,𝑂,𝑅, 𝑌 }

• 进位变量：{𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4}
‣ 𝐶1: 个位 (𝐷 + 𝐸) 向十位的进位
‣ 𝐶2: 十位 (𝑁 + 𝑅) 向百位的进位
‣ 𝐶3: 百位 (𝐸 + 𝑂) 向千位的进位
‣ 𝐶4: 千位 (𝑆 +𝑀) 向万位的进位

2. 关键约束条件

(2 分) 写出至少 3 条该问题的关键约束条件（例如变量取值范围约束、加法运算约束等）

1. 全局互异约束 (AllDiff)： 𝑆,𝐸,𝑁,𝐷,𝑀,𝑂,𝑅, 𝑌 ∈ {0,…, 9} 且互不相同。

2. 首位非零约束： 𝑆 ≠ 0 且 𝑀 ≠ 0。

3. 列加法约束（例如千位和万位）：

• 千位列：𝑆 +𝑀 +𝐶3 = 𝑂+ 10 × 𝐶4
• 万位列（最高位）：𝐶4 = 𝑀

3. 启发式变量选择

(3 分) 若采用 “最少剩余值启发式” (MRV) 选择变量，在问题初始阶段（未赋值任何变

量），应优先选择哪个变量进行赋值？请说明理由

• 优先选择变量：𝑀  (或 𝐶4)

• 理由： MRV 策略要求选择当前合法取值最少的变量。两个四位数相加 (SEND+MORE) 

最大结果不超 19998，因此结果 MONEY 的最高位 𝑀  只能取值 1。由于 𝑀  的定义域大小

为 1 (最少)，应最先被赋值。



4. 约束传播与更新

(3 分) 已知变量 M 的取值已确定为 1，此时需同步更新哪些变量的取值范围？请说明更新

依据

需根据约束 𝑆 +𝑀 +𝐶3 = 𝑂+ 10𝑀  同步更新以下变量：

1. 更新 𝑂 的取值范围为 {0}： 代入 𝑀 = 1，得 𝑆 + 1 + 𝐶3 = 𝑂+ 10。因 𝑆 ≤ 9,𝐶3 ≤ 1，

等式左边最大为 10，故右边必须为 10，解得 𝑂 = 0。

2. 更新 𝑆 的取值范围为 {8, 9}： 由上式简化得 𝑆 + 𝐶3 = 9。若 𝐶3 = 1 ⇒ 𝑆 = 8；若 𝐶3 =

0 ⇒ 𝑆 = 9。

3. 更新 𝐶4 的取值范围为 {1}： 依据约束 𝐶4 = 𝑀。



二、约束满足问题：医生排班

某医院需安排甲、乙、丙、丁 4 名医生在周一至周五（共 5 天）进行值班，每人每周需值

班 2 天，且每天至少有 1 名医生值班。额外要求： ① 甲不值班周一和周五； ② 乙的值班

日需包含周三； ③ 丙的两天值班日不能相邻； ④ 任意两天的值班医生组成不能完全相

同。

1. 变量与定义域

(2 分) 该问题的变量、定义域分别是什么？

为了满足“每人值班 2 天”的结构，定义如下：

• 变量：{甲,乙,丙,丁}

• 定义域：周一至周五（{1,…, 5}）中任选 2 天的所有组合。
‣ 初始定义域大小为 𝐶25 = 10 种组合。
‣ 根据题目特定约束缩减后的初始域：

– 甲：{{2, 3}, {2, 4}, {3, 4}} (排除含 1, 5)

– 乙：{{1, 3}, {2, 3}, {3, 4}, {3, 5}} (必须含 3)

– 丙：排除 {1, 2}, {2, 3} 等相邻组合。

– 丁：所有 10 种组合。

2. 约束条件形式化

(3 分) 用形式化语言描述该问题的所有约束条件（包括隐含约束）

设 𝑉𝑖 为医生 𝑖 的值班日集合，𝑖 ∈ {甲,乙,丙,丁}。

1. 个人约束：

• 1 ∉ 𝑉甲 ∧ 5 ∉ 𝑉甲
• 3 ∈ 𝑉乙
• ∀𝑑1, 𝑑2 ∈ 𝑉丙, |𝑑1 − 𝑑2| > 1

2. 覆盖约束：

• ⋃
𝑖
𝑉𝑖 = {1, 2, 3, 4, 5}

3. 每日医生组成唯一性约束：

• 设 𝑆𝑑 = {𝑖 | 𝑑 ∈ 𝑉𝑖} 为第 𝑑 天值班的医生集合。

• ∀𝑗, 𝑘 ∈ {1..5}, 𝑗 ≠ 𝑘 ⇒ 𝑆𝑗 ≠ 𝑆𝑘

3. 启发式变量选择

(2 分) 若采用 “最少剩余值启发式” 选择变量，在初始阶段应优先选择哪个变量？请说明

理由

• 优先选择变量：甲



• 理由： 计算各变量满足自身硬性约束后的剩余合法组合数：
‣ 甲：排除周一、周五，仅剩 {{2, 3}, {2, 4}, {3, 4}}，共 3 个。
‣ 乙：必须含周三，共 4 个。
‣ 丙：排除相邻组合，共 6 个。
‣ 丁：无限制，共 10 个。

甲的剩余合法值最少，故优先选择。

4. 约束传播与剪枝

(3 分) 若已知乙的值班日确定为周三和周四，此时需删除哪些变量的取值组合？请列举至

少 3 组并说明依据

已知 乙 = {3, 4}。为满足“任意两天医生组成不能完全相同 (𝑆3 ≠ 𝑆4)”的约束，需避免其

他医生对 𝑆3 和 𝑆4 做出完全相同的贡献（即不能同时在 3, 4 号值班）。

需删除的取值组合：

1. 删除变量 甲 的取值 {3, 4}。 依据：若甲选 {3, 4}，且其他医生不区分这两天，会导致周

三周四阵容雷同。

2. 删除变量 丁 的取值 {3, 4}。 依据：同上，防止与乙的排班完全重叠。

3. 删除变量 丙 的取值 {3, 4}。 依据：尽管丙因“不相邻”约束已不可选此值，但在域更新

检查中，该组合因违反唯一性约束被显式标记为不可行。
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